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A. Zugang uUber Kurven zweiter Ordnung
Die allgemeine Form einer Kurve 2. Ordnung lautet:

ax® + bxy + cy? + dx + ey + f = 0, a und ¢ nicht gleichzeitig 0
In dieser Ausarbeitung werden nur die Félle ohne das gemischte Glied untersucht,
d.h. b = 0. Es handelt sich dabei um Kurven, deren Symmetrieachsen parallel zu
den Koordinatenachsen verlaufen.

1. az0,cz0
Das Verfahren der quadratischen Erganzung liefert dann:
ax?+cy?+dx+ey+f =0 =
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Ist die k positiv, so erfullen alle Punkte des Kreises mit dem Mittelpunkt

2 2 -
[—i/—i] und dem Radius wa die Gleichung.
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Ist die k = 0, so ist der Punkt (—21/— 2ij einzige Lésung. Fir k < 0 existiert
a a

keine L6sung.

1.2 a=zc

1.21 k=0

Haben a, c gleiches Vorzeichen, so ist der Punkt (—2i/—2ij einzige L6-
a C

sung.
Haben a, c verschiedene Vorzeichen, so sind alle Punkte der beiden sich im

a

Punkt [—zi/—zij schneidenden Geraden mit den Steigungen + L&-
a C C

sung.

1.22 k=z0

Haben k, a und ¢ gleiches Vorzeichen, so erflllen alle Punkte der Ellipse mit

dem Mittelpunkt[—i/—ij, der Hauptachse \/E und der Nebenachse \/E
a C

2a  2c
die Gleichung.

Haben k, a gleiches und ¢ ein anderes Vorzeichen, so lasst sich die letzte
Gleichung wie folgt umformen:



k k
a C
Es liegt eine in Richtung der x-Achse gedffnete Hyperbel mit dem Mittel-
punki —i/—ij vor.
2a  2c

Haben k, ¢ gleiches und a ein anderes Vorzeichen, so erhalt man

x+i 2 e 2
2a Y 2c
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k k

a C
Es handelt sich um eine in Richtung der y-Achse gedffnete Hyperbel dem

Mittelpunkt[—i/—ij.

2a 2c

Zur Bedeutung von \/Eund \/z siehe Abschnitt B, Teil d).
a C

2.az20,c=0
ax?+dx+ey+ f =0 <
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Es handelt sich um eine in Richtung der y-Achse gedffnete Parabel mit
2 —

dem Scheitelpunkt (—; d 4afj

a 4ae

und dem Streckfaktor —< .
e

22e=0
Aus der vorletzten Gleichung folgt:
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Ist 1 =0, so ist die Parallele zur y-Achse durch (—21/0] Lésung.
a

Ist | > 0, so erhalt man zwei Parallelen zur y-Achse durch (i l —%/Oj als
a

Lésung.
Flr | < 0 existiert keine Lésung.

3.a=0,cz0
cy’+dx+ey+f =0«
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Es handelt sich um eine in Richtung der x-Achse gedéffnete Parabel mit dem

, e2—4cf e c
Scheitelpunkt [ /——j und dem Streckfaktor——.

cd 2c d

32d=0
Aus der vorletzten Gleichung folgt:




Ist m = 0, so ist die Parallele zur x-Achse durch (0/—5] Lésung.
C

Ist m > 0, so erhalt man zwei Parallelen zur x-Achse durch
[0/1 Jm —zi/oJ als Lésung.
C

Ist m < 0, so existiert keine L6sung

B. Zugang uber die Brennpunkteigenschaft
a) Kreis
Gegeben ist ein Brennpunkt (Mittelpunkt). Die Menge aller Punkte P, deren
Abstand vom Mittelpunkt M konstant (=r) ist, bildet einen Kreis:

N 2\ 2
5] -

- (x - (x,
p= und m = folgt (x —x, )2+ (y—y,)? =r?
y Yo

b) Parabel (Herleitung der Brennpunkteigenschaft)
Gegeben ist eine in Richtung der (positiven) y-Achse gedffnete Parabel (f(x) =
ax?). Ein parallel zur y-Achse verlaufender Strahl trifft in P(x4/y+) auf die Para-
bel und wird an der Tangente in P reflektiert. Der reflektierte Strahl schneide
die y-Achse im Punkte B(0/b).
Behauptung: Alle reflektierten, parallel zur y-Achse verlaufenden Strahlen
schneiden sich in diesem Punkt B.

o/

P{xlfyli

Bl0/bl

Beweis:
Wegen des Reflexionsgesetzes (Einfallswinkel = Ausfallswinkel) folgt, dass
das Dreieck CPB gleichschenklig ist. Es folgt:

BP|=|CB| =[x +(y, -b) =b+|0C|= x” +(y, -b) =(b+od) )



Gleichung der Tangente durch P:

Y=y :f'(xl)(x—xl) = y =2ax, Dc—Za)cl2 +y, o y=2ax, k-2y +y -
y =2ax, k-,

Somit folgt: |OC| = y,. Nach Einsetzen in (*) folgt:

0+ (yy =bf = (b3, ) o x T =2by +b2 =2+ 2y, 4y o x7 =4y, -
1

xl2 :4bax12 = b=—
4a

B ist also unabhangig von der speziellen Wahl des Punktes P, d. h. alle re-

flektierten Strahlen schneiden sich in [O/%), dem Brennpunkt der Parabel.
a

Hinweis: Die Tangentengleichung lasst sich auch alternativ Gber den Ansatz:
m(x—x,)+y, = ax”herleiten (Schnitt einer Geraden durch P mit der Parabel
und der Uberlegung, dass nur ein Schnittpunkt existieren kann).

c) Ellipse

Gegeben sind zwei Brennpunkte. Die Menge aller Punkte P, deren Abstands-
summe von den beiden Brennpunkten konstant ( = 2a) ist, bilden eine Ellipse
(Gartnerkonstruktion).

Nachweis:
Die beiden Brennpunkte seien F1(-e/0) und Fx(e/0).

P [xfy)

Es folgt (} Ortsvektor von F»):

2

+2

2

+lp-fl=2a= - = 4a? -

p=f

-7

2 2 2

R R N N N oo N N o H2
2p+ filp- f =4a2—(p +2pEf+f +p =2p*f+f }@

L A N E T O PR

ptf

ptf

rp—f

ptf




Yy
—x22=a' - a2+ 2+ ¢?) = (a2 - ez)xz +a2y?2= az(az - e2) -

b2x2 + a2y2 = a2b2 -

Mit p = m und f = @ und b2 = a2 - e2 folgt:

2 2
x_+y_:1
a? b*

a und b sind die Langen der Haupt- bzw. Nebenachsen:
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Fj{f}ﬂh Fz{e;"ﬂi Plaf0)

|PF{| + |[PFol=2a 2e+z+z=2a e+z=a

d) Hyperbel
Gegeben sind zwei Brennpunkte. Die Menge aller Punkte, deren Abstandsdif-
ferenz von den beiden Brennpunkten konstant (=2a) ist, bilden eine Hyperbel.

p=f
Analog zur Rechnung unter c) folgt ebenfalls:

L oL\2 L2 L2 R L2 2
—4(p*fj =4a4—4a2[p +f ]e —(p*fj =a4—a{p +f j

Mit ;:(x
y

=2a

p+f

jund f = @ und b? = e? - a2 folgt:



—x22=a' - a2+ 2+ ¢?) = (ez _az)xz —a2y?= a2(62 - a2) -
b2x2—a2y2 = g2b? =

X2y

az b?
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Die Geraden mit der Gleichung y = ié [k sind Asymptoten.
a

Wegen der Konstruktionsbedingung gilt: |PF| - |PF2| = 2a
|PF,|=|PF,|=2a < |OP|+e~(e~|OP)) =2a = |OP|=a.
Aus der Asymptotengleichung folgt: |PQ| = b

C. Zugang uber eine Leitgerade
a) Parabel
Die Menge aller Punkte S, die von einem Punkt P (Brennpunkt) und einer Ge-
raden g (Leitgerade) denselben Abstand haben, liegen auf einer Parabel.



Wahle auf g einen Punkt Q. Errichte in Q die Senkrechte auf g. Die Mittelsenk-
rechte von PQ schneidet diese in S. Bewegt man Q auf g, so beschreibt S ei-
ne Parabel. Die Mittelsenkrechte ist die Tangente in S an die Parabel.
Beweis: Das Koordinatensystem sei so gewahlt, dass der Ursprung das Lot
von P auf g halbiert. Es seien: P(0/p) und Q(g/-p).
Steigung von PQ: LFP = _2p

0-¢g q

Steigung der Mittelsenkrechten:zi; Mittelpunkt von PQ: M[%/Oj
p
q q’
Gleichung der Mittelsenkrechten: y =— G ——
2p  4p

2
Schnittpunkt der Mittelsenkrechten mit der Senkrechten x = q: S(q/j—j
p

Gleichung der Ortslinie von S: f(x) = %xl (Parabelgleichung)
P

Steigung der Ortslinie in S:
2 q
1. ! = =_1
/(@) e Lg 2

q2
1asl _4p _a
|AM| q 2p
2

Somit ist die Mittelsenkrechte Tangente in S an die Parabel.

Alternative vektorielle Herleitung mithilfe der Hesseform:



b)

Abstand des Punktes S(x/y) vom Brennpunkt P(0/p)= Abstand des Punktes

- 0 - 0
S von der Leitgeraden (a :( j Ortsvektor, no :(
4

Normalenvektor der Leitgeraden):

(3-3) :»[yf pT :&—Olj*(yi pD i

1
x2+y2=2py+p?=y2+2yp+p? < y=Ex2

j normierter

s=p

Gemeinsame Definition von Parabel, Ellipse und Hyperbel mittels einer

Leitgeraden

1. Parabel

Spiegelt man die Parabel mit der Gleichung y =1 (32 an der Winkelhalbieren-
a

den y = X, so erhalt man die Gleichung

y2 = 1 [ . Die Leitgerade hat dann die Gleichung x = —4i und der Brennpunkt
a

a
ist (L/Oj .
4a

Jeder Punkt der Parabel hat denselben Abstand vom Brennpunkt und von der
Leitlinie. Sei r der Abstand vom Brennpunkt und s der Abstand von der Leitge-

raden. Dann gilti =1.
S

2. Ellipse

le/0) {=/0)

LIE'S




2 2
Gegeben sei die Ellipse x—2 +% =1; €2 =a?-b? und eine Gerade g senkrecht
a

2 2
zur x-Achse durch(—a—z/oj. Wegen T8 =a liegt g auBerhalb
e

612
= >
e Jo-b? Ao
der Ellipse.
Der Punkt X liege im ersten Quadranten (alle anderen Falle sind aus Symme-

2
triegriinden analog). X hat dann die Koordinaten: (x/b ;/l—x—zj
a

2 2 4+
Abstand des Punktes X von der Geraden g: s = A=
e e

Abstand des Punktes X vom Brennpunkt F(-e/0):

2
2 2,2
r:\/(xhe)z"'[b l—x—z—O] :\/x2+2xe+e2+b2—bx

a a?

2
:\/xl(l—b—j+2xe+a2, da e*+b2=qg?

a2

2
e? e e xe +a?
r=|x2—+2xe+a?2=|| x—+ta| =x—+a=
a? a

Es folgt: T=f«

S a
Aus Analogiegrunden gilt dies auch fir den 2.Brennpunkt und der Senkrech-
ten durch [a—2/0].

e

3. Hyperbel
2 2
Gegeben sei die Hyperbel X—Z —% =1; €2 =a2-b? und eine Gerade g senk-
a

=a liegt g au-

2 2 2
recht zur x-Achse durch (a—z/oj. Wegen &=L < ¢
e e a2+ b2 /az
Berhalb der Hyperbel.
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Der Punkt X liege im ersten Quadranten (alle anderen Falle sind aus Symme-

2
triegriinden analog). X hat dann die Koordinaten: (x/b ]/x—z—lj
a

2 — 2
Abstand des Punktes X von der Geraden g: s = x _e_red
e e

Abstand des Punktes X vom Brennpunkt F(e/0):

2
2 242
rZ\/(e—X)zwL[b\/x——lJ =\/e2—2xe+x2+bx -b?
a? a?

2
=\/x2[1+b—2]—2xe+a2, da ez —b? = g2
a

2 2 2
,€ 5 e e _xe—a
r=x2—-2xe+a? = || x——a| =x——-a=

a2 a

Es folgt: =95
S a

FOr den Punkt X auf dem anderen Parabelast und fir die andere Leitgerade

durch (—a—zloj |&sst sich die Rechnung analog durchfihren.
e

£ heiBt numerische Exzentrizitat.
a



D.

Zugang uber einen Kreis als Leitlinie

a) Ellipse

Betrachte die Menge aller Punkte M, die von einem Kreis (um K) und einen
Punkt P innerhalb des Kreises denselben Abstand haben.

<\

Wahle Q auf dem Kreis. Die Mittelsenkrechte der Strecke P_Q schneidet die

Strecke KQ in M. Bewegt man Q auf dem Kreis, so entsteht eine Ellipse. Die

Mittelsenkrechte ist die Tangente in M an die Ellipse.
Beweis:
Das Koordinatensystem sei so gelegt, dass der Ursprung der Mittelpunkt von

KPist.

MK +MP =r-MQ+MQ =r;
Damit ist die Bedingung der Gartnerkonstruktion (Abstandssumme konstant)
erfullt (K und P sind die Brennpunkte).

b) Hyperbel
Betrachte die Menge aller Punkte M, die von einem Kreis (um K) und einen
Punkt P auBerhalb des Kreises denselben Abstand haben.



Wahle Q auf dem Kreis. Die Mittelsenkrechte der Strecke P_Q schneidet die

Gerade KQ in M. Bewegt man Q auf dem Kreis, so entsteht eine Hyperbel.
Die Mittelsenkrechte ist die Tangente in M an die Hyperbel.
Beweis:

Das Koordinatensystem sei so gelegt, dass der Ursprung der Mittelpunkt von
KPist.

MP =MQ;MQ =r +MK;
MP-MK =MQ-MK =r+MK -MK =r;
Damit ist die Bedingung der konstanten Abstandsdifferenz erfallt.

E. Zugang liber den Schnitt einer Ebene mit einem Kegel (Doppelkegel)
Die folgenden Bilder zeigen die verschiedenen Schnittmdglichkeiten:

Kreis Ellipse



Parabel

Kante Doppelkante
In der mathematischen Theorie werden unbeschrankte Doppelkegel verwendet,
so dass es sich in den letzten beiden Fallen um eine Gerade bzw. Doppelgerade
handelt.
Da gezeigt werden soll, dass die Schnittmengen durch die im Abschnitt A unter-
suchten quadratischen Terme dargestellt werden kénnen, wird als Schnittebene
die x-y-Ebene gewahlt. Die Spitze S des Kegels sei der Punkt (0/0/s) der z-Achse
und die Kegelachse verlaufe in der x-z-Ebene. Durch Variation des Winkels a
zwischen Kegelachse und der z-Achse lassen sich die verschiedenen Schnitte
erzeugen. 90° a ist dann der Schnittwinkel zwischen der x-y-Ebene und der Ke-
gelachse. Weiterhin sei B (< 90°) der halbe Offnungswinkel des Kegels.
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Es seiSA = 0 .SA ist dann ein Richtungsvektor der Kegelachse mit der

—cosa

Lange 1 (siehe rechtwinkliges Dreieck SAB).

Far einen Punkt X des Kegelmantels gilt:

cos,8=—fX*Sfi
| SX IISAI
Liegt X in der x-y-Ebene, so folgt
x—=0 —sina
y—=0 [* 0
cos = 0-s —-cosa

x2+y2+s2[1
(x2+ y2+52)cos?B = (- xsina + scosa P «
x2(cos 23 —sin 2a) +2sinacosa 3 [k + y2cos2f + s%(cos2f —cos2a) =0 (*)
Es liegt offensichtlich eine Kurve 2. Ordnung vor.

1. Fall: a = 0° (Kegelachse und Ebene stehen senkrecht aufeinander)
Aus (%) folgt:
x2cos2f3+ y2cos2f3 + s2(cos?2f—-1)=0 <

(1-cos2f)s? _

x2 —+ y2 =
cos2f3



sin2f3 [§2
cos2f3 -
x2+ y2 = (s an )2
Ist s # 0, so liegt ein Kreis mit Mittelpunkt (0/0) und Radius r = s[tan S8 vor.
Im Falle von s = 0 lautet die Gleichung x2+ y2 =0. Nur der Punkt (0/0) erfullt

die Gleichung, d. h. die Ebene schneidet die Kegelachse senkrecht in der
Spitze.

x2+y2:

2. Fall B =90°- a (d.h. der Schnittwinkel zwischen Ebene und Kegelachse ist
genau so groB wie der halbe Offnungswinkel des Kegels)
Aus (*) folgt:
x%(cos 23 —sin2(90° — B) + 2sin(90° — ) cos(90° — B) [s [x + y2cos2 3 +
s2(cos2f3—co0s2(90° - ) =0

Wegen sin(90° — ) =cos S und cos(90° — ) =sin S folgt weiter:

2cos Blsin Blslx+ y2cos2f+s%(cos2f —sin2f) =0

Setzt man

c=cos?f3, d=2cosflsinfBls, e=0, f =s2%cos2f-sin2f)=0, so sindim
Falle von s = 0 die Bedingungen von A. 3. erflllt und es handelt sich um eine

in Richtung der x-Achse getffnete Parabel mit dem Scheitelpunkt (—5/0)

und dem Streckfaktor—g.

Ist s = 0, so lautet die Gleichung y2[cos2f =0. Sie wird von allen Punkten der

x-Achse erflllt, d.h. die Ebene verlauft durch die Kegelspitze und berlhrt den
Kegel.

3. Fall B <90° a
Um die Bedingungen aus A.1.2 heranziehen zu kénnen, setzt man in (*):
a=cos?f-sin2a, c=cos?2f, d=2sinacosals, e=0, f =s2%(cos2f3—cos2q)
Wegen cos > cos(90° —a) =sina und damit cos2f >sin2a sind a und c¢ bei-
de positiv und verschieden. Ist nun s = 0, so ist noch zu zeigen, dass

k:—i d2 o2

+—+—— positiv ist.
a 4a? 4dac
Nachweis:
__f, a4
a 4a?
L = 42 4af
a2

k ist positiv, wenn



F.

d?>4af -

4sin2a [¢os2a [32 > 4(cos 2 —sin 2a) 32 [{cos2 [ —cos?q) =
0 >cos2f[¢os2f —sin?a [¢0s2f —cos? [ [tos2a «
0>cos2f[{cos2[-1)

Die Gleichung ist erfillt, da die rechte Seite negativ ist.

Es handelt sich also um eine Ellipse mit dem Mittelpunkt[—zi/—ij, der

a 2c
k k
Hauptachse \/: und der Nebenachse \/:
a C

Ist s = 0, so lautet die Gleichung: x2(cos23 —sin2a)+ y2cos23=0.

Da beide Koeffizienten positiv sind, erflllt auch hier nur der Punkt (0/0) die
Gleichung. Die Ebene schneidet den Kegel nur in der Spitze — Ebene und
Kegelachse stehen nicht senkrecht aufeinander.

4. Fall B >90° a

Analog zum 3. Fall folgt. cos2?f <sin2a .

Somit ist a<0, ¢ >0, a # ¢ und k>0 (siehe oben). Ist nun s = 0, so liegt eine in
Richtung der y-Achse gedffnete Hyperbel mit dem Mittelpunkt

d e
-—/——|vor.
[ 2a ZCJ

Ist s = 0, so lautet die Gleichung:x2(0052,8—sin2a)+ y2cos2f=0.

Da der Koeffizient bei x2 negativ und der Koeffizient bei y2 positiv ist, wird die
Gleichung von zwei sich in (0/0) schneidenden Geraden erflllt. Die Ebene
verlauft also durch die Kegelspitze und schneidet den Kegel in zwei Seiten-
kanten.

Bei der Untersuchung der Kurven 2. Ordnung traten im Abschnitt A auch noch
die Sonderfalle zweier paralleler Geraden auf. Diese erhalt man, wenn man
die x-y-Ebene mit einem Zylinder schneidet, dessen Achse parallel zur x-
Achse bzw. y-Achse verlauft.

Zugang Uber affine Abbildungen

a) Ellipse
1. Abbildung eines Kreises x2 + y? = r2 durch
(x/y) - (X/y’) mit X’ =x und y’ = ky

2 '2 V2 V2 V2
x2+y2:r2c>x'2+(lj =r?2 o x_2+(kyg~)2 zlcx—2+%:
r a

b

mita=r und b = k[

2. Verschiebung (X'/y’) — (X’/y”) mitx” =x"+cundy” =y'+d
B L B )

a? b? a? b?




b) Hyperbel
1. Rechtsdrehung der Hyperbel y =2 um (0/0) mit dem Drehwinkel 45°:
X

o[22 ﬂ[ +£J
() % & EE—} - é(_qu >
2 2 2 X

2 2
x.z_y.zzl[mm(g) ]_1[,@_%@ ] .
2 X 2 X

x?2—=y?2=2a

2. (XlY) - (X’/y") mitx” =x und y” = ky’
" 2 L) L)
x|2_y|2:2a© xnz_(y_) :Zaa X2 y2 1@
. (

af lexa)

" "
x——};—ZZL mita:@,bka

a2

3. Verschiebung x’/y”) - (X”/y’”) mit X'’ = x” + cund y
xl'z_yllZ_l (xVVI_C)Z_(yIVI_d)Z_l
@ b @ o

=y’+d




